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Dodatek
D1. Tensory
W opracowaniu korzystamy zaroéwno wskanikowegojak i absolutnego

zapisu pol wektorowych; (czyli tensorow o walencji 1) oraz tensorowygh.
Stosujemy przy tym konwencgumacyjg Einsteina

2 AX) = At AgXy + Agxg (D.1.1)
j

polegajca na sumowaniu po powtarzaym sk indeksie npj = 1,2,3| = 1,2,3,
przy czym powtarzage s¢ indeksy tzwniememozna zamierd na inne, czyli

Aj Xj =A| X| , J = (D12)

W rachunku tensorowym korzystamymzacierzy jednostkowed; - tzw.
symbol Kroneckera

1 da i=]
o = amd (D.1.3)
0 dla i#]j

orazsymbolu permutacyjnego

1 parzystdiczbaprzedstawenl1,2,3
&k =11 nieparzystliczbaprzedstaven1,2,3 (D.1.4)
0 inneprzypadki

Kolejnym charakterystycznym tensorem jestsor izotropowy;
aij = a5i.
Niezmiennikammnazywamy skalary zbudowane na tensorach, np.

A = Ta=A L TA=AA L TTEAAAGA; (D.1.5)
a - aa
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Przypisanie kademu punktowi x; OV pewnej przestrzenV tensoraF
nazywamypolem tensorowymlypowe operacje na polach tensorowyk,)
przyjmg posta

0
A=gradF=RF,=Fi’k
. 0
B=divF =—F =F D.1.6
ax, < = Mk ( )

0
C =rotF =gijk$|:k :‘E‘iijk,j
J

D2. Liniowe rownania tensorowe

Analizowa begdziemy liniowe réwnania tensorowe spotykane w fezyc
Przyktadami s tu rbwnania ujmujce prawa Hooke’a, Ficka, Ohma i in.
Zz tych rowna mozna zapisé w formie zalenosci miedzy wektorami lub
tensorami o rénej walencji.

Rozwaania rozpoczniemy od przypadku nhajprostszego roOwnai
skalarowych

Y=1F(x)+ F'(X)(X—%) - Y=AX+B (D.2.1)

Ogolniejsa, ale podob# forme posiadaj rbwnania macierzoweapisane
wektorowo

Y =AX+B (D.2.2)
lub w réwnowanejformie wskanikowg
Y, = AjX; + B (D.2.2")

Réwnania te $ w istocie liniowg relacp miedzy pag wektoréw X i Y,
A: XY

Forma réwna (D.2.2) pozwala zauwgé¢ ogolm prawidtowad¢ polegajca
na tym, # przy ,wspoétczynniku”A pojawiap si¢ indeksy wystpujace przy
wektorachX — zmiennej niezalaej orazY — zmiennej zalenej. Natomiast
wyraz wolnyB posiada takie same indeksy jak

Ogodlna postaliniowego algebraicznego rownania tensorowega forng
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Yo i TA ki Xea tB (D.2.3)
W rownaniu tym obiekt X, ;| — jest bodcem (przyczyn) Y, |,
strumieniem (skutkiem), & ;. ; — ,wspdtczynnikiem” ktorego postazalezy

od wiasndci fizycznych @rodka. Zauwamy, iz tensor A posiada indeksy
réwne sumie indeksOw przy zmiennej niezakj X i zaleznej Y.

AY

Y=H(X)

~ f(Xo)

Xo Yo+ OX X

v

Rys. D.1.1. Zalenoé¢ funkcyjna

Podane rozwania mana uogdéiné na przypadeknieliniowy, jezeli tylko
réwnania (D.2.3) zapigav formie przyrostowej

A% = A k18X 4B (D.2.4)

w ktérej tensoA zalery od aktualnej wartei zmiennej niezalnej X.

W szczegolngxi, nieliniowe réwnanie fizyczneit¢zace pary symetrycznych
tensorow(g;; , 0 )ma posta
Tii = Ejji € * Gijamn€id €mn (D.2.5)

D3. Symetrie materiatlowe

W omawianych réwnaniach tensorowych tensor ,wspdtokow” A
ujmuje fizyczne wiasrizi materiatdw o rénych symetriach materiatowych,
wsrod ktérych najogélniejsze gs materialy anizotropowe ganajprostsze
izotropowe.
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Roéwnanie (D1.3) dotyczy ogdlnego przypadku materiahizotropowego.
Natomiast szczegblne symetrie materiatu prowadzn. do materiatéw:

— ortotropowych- o trzech ptaszczyznach symetrij,

- transwersalne- izotropowych,
— izotropowych.

4 b

p E— | ]73 >
I | ]

ortotropia f[ransw_ersalna izotropia
Izotropia

Rys. 34.1. Symetrie materiatowe

Materiaty ortotropowe
Tensorowa bazasmdka ortotropowego ma poséta =J,,9,, a =123

na podstawie ktérej ntemy poda:
— tensorowy odpowiednik tensogg o walencji 2 postaci

& = 0101011 + 020,20, + 030,303 (D.3.1)
- tensorak,,, o walencji 4
Biju =a1(ajay +ajaq) +az(axa) +aaj +axa) +gap)+
1
+a;(q g +a53y) +§0'4(aij qy taya)t
1
+as(aa) & 3 +ai|ajk)+§a6(aijakl taay g ap)t

1
+§0’7(a1'j qy +aydy +ayay) tag(@jag +ayag)+
+dg(aya) +ayaj tawa) taaj)

(D.3.2)

W podanych wzorach wspotczynnikir,,a,,03,0,4,05,0¢,07,05,09 S
skalarowymi funkcjami niezmiennikbw tensob& zmiennej niezalaej w
réwnaniu tensorowym (D.2.2).
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Materiaty transwersalno-izotropowe
Tensorowa baza tych materiatow to wekégy oraz g .

Baza: gy i a; =01 +029, -
Na podstawie tensoroéw bazowych podamy:

— odpowiednik tensora o walencji 2 w materiale trasrsalno —
izotropowym

A =a1(0,19j1 + 0;20;,) + 0505 03 (D.3.3)
— transwersalno- izotropowy tensor o walencji cztepy

Eju =ayja +a(aiay +ajay ) +a3(a0593 +a050;)) +
+04(05 030304 ) + (D.3.4)
+05(a03j03j O3+ 050y + 8 0303+ O3 O3)

— tensor o walencji trzyDy
Dij =a1(& 93 + @y 03j + @i 05) + 005 I3 03

Materiaty izotropowe o tensorowej bazie:a; =ad; (tensor kulisty)
prowada do nasipujacej reprezentacji izotropowej:

- odpowiednik tensora o walencji 2 Aj =A9;
- tensor o walencji 4 Eix
Ei = 0100 +a2(0x0j + 39k ) (D.3.5)
- tensor o walencji 3 Eix =a &ijx
- tensor izotropowy o walencji 6 Gijimn

Gijimn = 195 Ok Omn + A2(9 O + 0 O )Ompn +
+ (048 0 + 5B + 300y +
+[a6 (34 Grnr) + @7 (GiOin + IG5 +
+ [0'8(5jk5|m) +09(0 ji%m+ OjmIu )]5in

(D.3.6)
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Odpowiedzi
l.1. Nalezy rozpisgé wspohrzdne tensorak; i pomim¢ w nim wszystkie

pochodne typui
0 X3
l.2. Podstawiajc do podstawowych niezmiennikow wspétine E;
wyliczamy odpowiednid g = E;; + E,, + Eg3,
e = Ej = BiEy + EjoEy + EigEg = EjiBq + ExEp + BgiFpa e

[.3. W tensorze napten na powierzchnixg = 0Oznikat powinny wszystkie
wspotrzdne tensora nagten postaciois i Oy

I.4. W uktadzie réwni ruchu (6.3) znikaj wszystkie skladowe przyrostéw

tensora nageen postacii()
0 Xg

I.5. Precyzujemy najpierw postdensora odksztatldew zadaniu ptaskim,
np. dla ptaszczyzny; = @nikajg w tensorzeg; wszystkie pochodne postaci
9
0X3
fizycznych

Nastpnie uzyskam forme tensora & podstawiamy do réwra

I.6. Korzystamy z form réwnapodanych w dodatku

[.7. W rownaniach od (7.1) do (7.6) pomijamy skiagou, = u; = O pola

przemieszcag podobnie jak wszystkie pOChOng— [ 9
OXy 0Xg

[I.L1. Bilans energii dla warstwy przypowierzchnigwep. o grubéci h
uzyskujemy traktujc element oljtosciowy dV =dAh jako iloczyn elementu

powierzchnidAi statej grubéci. Catki powierzchniowe zostapiezmienione w
bilansie.

I1.2. Warunki wymiany ngdzy czscig powierzchniovy a obgtosciows
sprowadzaj sic do rowndci catek powierzchniowych na wspdlnych brzegach
obu bilanséw.
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[1.3. W bilansie energii catki powierzchniowe spie sic do catki na
powierzchnix; = Q Podobne uwaga dotyczy przyktadu 4.

II.5. Proces jest periodyczny, przy czym w chwilagh :27m—7—2T jest
rownowagowy.

I1.6. Proces jest dI® <« <1 nierownowagowy, natomiast dla chwil> t,
I w(t,) =1 jest rtwnowagowy.

[1.7. Niezmienniki pOdStaWOWG tb¢ :¢ii , I P :¢” ¢]| , 11 ) = ¢ik¢kj¢ji

[1.8. W pierwszym przypadky =k wystipia tylko sktadoweg,,, @,,, P33
tensorag;; , z& w drugim pozostate sktadowe

11.9. W tensorzep;; znikaj sktadoweg;s, i @3;

l1.1. Predkos¢ barycentrycza w okresla wzor ow = pvq+ poV,, Z&
strumienie masy mugzspetni& relacg pjuq + pou, =0. Wynika sid, iz beda
przeciwnie skierowane o rownych modutach wektoréwrsieni dyfuzyjnych.

l11.2. W przypadku mieszaniny dwuskladnikowej wagknten oznaczayzi
globalnie przebiega w niej proces réwnowagowy,g@iRr = 0.

l1.3. W zginanej belce odksztailcenig,=xz, gdzie x jest krzywizn
belki, az odlegitacig od osi obajtnej. Catkujc z kolei nieréwné¢ rezyduali

po przekroju poprzecznym belki,ojo(lj—LtJdF+_[allélldF20 otrzymamy
F F

,OOL—Li+ Mk =0 gdzie U = _[UdF , M= jallzdF. Wz6r ten pozwala
F F
sledzic zmiany krzywizn w belce w trakcie przemian eneygetych.

lll.4. Analogiczne rozumowanie przeprowadzone wypedku entalpii
swobodnejoG prowadzi do nieréwn@i G + Mk > 0 gdzieG = JGdF.
F
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