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Dodatek 
 

D1. Tensory 
 
W opracowaniu korzystamy zarówno ze wskaźnikowego jak i absolutnego 

zapisu pól wektorowych ai (czyli tensorów o walencji 1) oraz tensorowych ai...j. 
Stosujemy przy tym konwencję sumacyjną Einsteina 

 

332211 xAxAxAxA ii
j

ijij ++=∑      (D.1.1) 

 
polegającą na sumowaniu po powtarzającym się indeksie np. j = 1,2,3, l = 1,2,3, 
przy czym powtarzające się indeksy tzw. nieme można zamienić na inne, czyli 
 

liljij xAxA =  , j → l      (D.1.2) 

 
W rachunku tensorowym korzystamy z macierzy jednostkowej δij - tzw. 

symbol Kroneckera 
 





≠
=

=
ji

ji
ij dla

dla

0

1
δ       (D.1.3) 

 
oraz symbolu permutacyjnego 
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   (D.1.4) 

 
Kolejnym charakterystycznym tensorem jest tensor izotropowy aij 
 

ijij aa δ=  

 
Niezmiennikami nazywamy skalary zbudowane na tensorach, np. 
 

jikjikAjiijAiiAij AAAIIIAAIIAIA ,, ==→   (D.1.5) 

iii aaa →  
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Przypisanie każdemu punktowi Vxi ∈  pewnej przestrzeni V tensora F 
nazywamy polem tensorowym. Typowe operacje na polach tensorowych F(Fi) 
przyjmą postać 
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D2. Liniowe równania tensorowe 

 
Analizować będziemy liniowe równania tensorowe spotykane w fizyce. 

Przykładami są tu równania ujmujące prawa Hooke’a, Ficka, Ohma i in. Każde 
z tych równań można zapisać w formie zależności między wektorami lub 
tensorami o różnej walencji. 

Rozważania rozpoczniemy od przypadku najprostszego − równań 
skalarowych 

 
BAXYxxxfxfY +=→−′+= ))(()( 000    (D.2.1) 

 
Ogólniejszą, ale podobną formę posiadają równania macierzowe zapisane 

wektorowo 
 

BAXY +=        (D.2.2) 
 

lub w równoważnej formie wskaźnikowej 
 

ijiji BXAY +=        (D.2.2’) 

 
Równania te są w istocie liniową relacją między parą wektorów X i Y, 

YXA →: . 
Forma równań (D.2.2) pozwala zauważyć ogólną prawidłowość polegającą 

na tym, iż przy „współczynniku” A pojawiają się indeksy występujące przy 
wektorach X − zmiennej niezależnej oraz Y − zmiennej zależnej. Natomiast 
wyraz wolny B posiada takie same indeksy jak Y. 

Ogólna postać liniowego algebraicznego równania tensorowego ma formę 
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jilklkjiji BXAY .................. +=       (D.2.3) 

 
W równaniu tym obiekt lkX ...  − jest bodźcem (przyczyną) niY...  − 

strumieniem (skutkiem), a lkjiA ......  − „współczynnikiem” którego postać zależy 

od własności fizycznych ośrodka. Zauważmy, iż tensor A posiada indeksy 
równe sumie indeksów przy zmiennej niezależnej X i zależnej Y. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. D.1.1. Zależność funkcyjna 
 
Podane rozważania można uogólnić na przypadek nieliniowy, jeżeli tylko 

równania (D.2.3) zapisać w formie przyrostowej 
 

jilkljkiji BXAY ............... ∆∆∆ +=      (D.2.4) 

 
w której tensor A zależy od aktualnej wartości zmiennej niezależnej X. 

 
W szczególności, nieliniowe równanie fizyczne łączące pary symetrycznych 

tensorów ),( klij σε  ma postać 

 

mnklijklmnklijklij GE εεεσ +=       (D.2.5) 

 
D3. Symetrie materiałowe 

 
W omawianych równaniach tensorowych tensor „współczynników” A 

ujmuje fizyczne własności materiałów o różnych symetriach materiałowych, 
wśród których najogólniejsze są materiały anizotropowe zaś najprostsze 
izotropowe. 

Y 

X 

Y=f(X) 

∆X 
f(X0) 

X0 X0 + ∆X 

∆Y 
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Równanie (D1.3) dotyczy ogólnego przypadku materiału anizotropowego. 
Natomiast szczególne symetrie materiału prowadzą m.in. do materiałów: 

 − ortotropowych − o trzech płaszczyznach symetrii 1π , 

 − transwersalno − izotropowych, 
 − izotropowych. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Rys. 34.1. Symetrie materiałowe 
 
Materiały ortotropowe 

Tensorowa baza ośrodka ortotropowego ma postać 321 ,,== αδδ αα
α

jiija  

na podstawie której możemy podać: 
− tensorowy odpowiednik tensora ija  o walencji 2 postaci 

 

333222111 jijijiija δδαδδαδδα ++=     (D.3.1) 

 
− tensora ijklE  o walencji 4 
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         (D.3.2) 
 
W podanych wzorach współczynniki 987654321 ααααααααα ,,,,,,,,  są 

skalarowymi funkcjami niezmienników tensora X zmiennej niezależnej w 
równaniu tensorowym (D.2.2). 

izotropia transwersalna 
izotropia 

x3 

π1 

ortotropia 

π1 

π2 

π3 
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Materiały transwersalno −−−− izotropowe 
Tensorowa baza tych materiałów to wektor i3δ  oraz ija . 

Baza: i3δ  i 221 jiiija δδδ += . 

Na podstawie tensorów bazowych podamy: 
 − odpowiednik tensora o walencji 2 w materiale transwersalno − 

izotropowym 
 

jijijiij 33222111 δδαδδδδαλ ++= )(      (D.3.3) 

 
− transwersalno- izotropowy tensor o walencji cztery ijklE  

 

)(        

)(       

)( )(

kijlkjillijkljjik

lkji

jikllkijiljkjlikklijijkl

aaaa

aaaaaaaaE

3333333335

33334

3333321

δδδδδδδδδα
δδδδα

δδδδααα

++++

++

+++++=

 (D.3.4) 

 
 − tensor o walencji trzy ijkD  

 

kjiijkjikkijijk aaaD 33323331 δδδαδδδα +++= )(  

 
Materiały izotropowe o tensorowej bazie: ijija αδ=  (tensor kulisty) 

prowadzą do następującej reprezentacji izotropowej: 
 
 − odpowiednik tensora o walencji 2  ijij δλλ =  

 − tensor o walencji 4    ijklE  

)( jkiljlikklijijklE δδδδαδδα ++= 21    (D.3.5) 

 − tensor o walencji 3    ijkijkE εα=  

 − tensor izotropowy o walencji 6  ijklmnG  
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Odpowiedzi 
 
I.1. Należy rozpisać współrzędne tensora ijE  i pominąć w nim wszystkie 

pochodne typu 
3x∂

∂
 

 
I.2. Podstawiając do podstawowych niezmienników współrzędne ijE  

wyliczamy odpowiednio 332211 EEEI E ++= ,  

.........+++=++== 133112211111332211 EEEEEEEEEEEEEEII iiiiiijiijE  

 
I.3. W tensorze naprężeń na powierzchni 03 =x  znikać powinny wszystkie 

współrzędne tensora naprężeń postaci 3iσ  i i3σ  
 
I.4. W układzie równań ruchu (6.3) znikają wszystkie składowe przyrostów 

tensora naprężeń postaci )(
3x∂

∂
 

 
I.5. Precyzujemy najpierw postać tensora odkształceń w zadaniu płaskim, 

np. dla płaszczyzny 03 =x  znikają w tensorze ijε  wszystkie pochodne postaci 

3x∂
∂

. Następnie uzyskaną formę tensora ijε  podstawiamy do równań 

fizycznych 
 
I.6. Korzystamy z form równań podanych w dodatku 
 
I.7. W równaniach od (7.1) do (7.6) pomijamy składowe 032 == uu  pola 

przemieszczeń, podobnie jak wszystkie pochodne 
2x∂

∂
 i 

3x∂
∂

 

 
II.1. Bilans energii dla warstwy przypowierzchniowej np. o grubości h 

uzyskujemy traktując element objętościowy hdAdV =  jako iloczyn elementu 
powierzchni dA i stałej grubości. Całki powierzchniowe zostają niezmienione w 
bilansie. 

 
II.2. Warunki wymiany między częścią powierzchniową a objętościową 

sprowadzają się do równości całek powierzchniowych na wspólnych brzegach 
obu bilansów. 
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II.3. W bilansie energii całki powierzchniowe sprowadzą się do całki na 
powierzchni 03 =x . Podobne uwaga dotyczy przykładu 4. 

 

II.5. Proces jest periodyczny, przy czym w chwilach 
2

2
ππω −= nt  jest 

równowagowy. 
 
II.6. Proces jest dla 10 << ω  nierównowagowy, natomiast dla chwili ktt >  

i 1=)( ktω  jest równowagowy. 
 
II.7. Niezmienniki podstawowe to iiI ϕϕ = , jiijII ϕϕϕ = , jikjikIII ϕϕϕϕ =  

 
II.8. W pierwszym przypadku kj =  wystąpią tylko składowe 332211 ϕϕϕ  ,  ,  

tensora ijϕ , zaś w drugim pozostałe składowe 

 
II.9. W tensorze ijϕ  znikają składowe ji 33 ϕϕ  i  ,  

 
III.1. Prędkość barycentryczną w określa wzór 2211 vvw ρρρ += , zaś 

strumienie masy muszą spełniać relację 02211 =+ uu ρρ . Wynika stąd, iż będą 
przeciwnie skierowane o równych modułach wektorów strumieni dyfuzyjnych. 

 
III.2. W przypadku mieszaniny dwuskładnikowej warunek ten oznacza, iż 

globalnie przebiega w niej proces równowagowy, gdyż 0=Rρ . 
 
III.3. W zginanej belce odkształcenia zκε && =11 , gdzie κ  jest krzywizną 

belki, a z odległością od osi obojętnej. Całkując z kolei nierówność rezydualną 

po przekroju poprzecznym belki ∫ ∫ ≥+
F F

dFdF
dt

dU
01111εσρ &  otrzymamy 

0≥+ κρ &M
dt

Ud
 gdzie ∫∫ ==

FF

zdFMUdFU 11σ, . Wzór ten pozwala 

śledzić zmiany krzywizn w belce w trakcie przemian energetycznych. 
 
III.4. Analogiczne rozumowanie przeprowadzone w przypadku entalpii 

swobodnej Gρ  prowadzi do nierówności 0≥+ κMG &&  gdzie ∫=
F

GdFG . 
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